










emulsion  films, whose  surfaces  are  homogeneous,  solid  substrates  of wetting 
films are heterogeneous as a rule, unless special measures for their homogeniza‐
tion  are  taken. Here we mean primarily heterogeneous distribution of  surface 
energy leading to existence of hydrophobic domains on hydrophilic surfaces and 










































                        (1) 
 
applied first to thin liquid films by Scheludko [9]. This equation is valid for films with tangentially 
immobile and plane‐parallel surfaces, where  h  is the average film thickness,  R  is the film radi‐
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where  / ( )G sMa ahE D a Dh   ,  /Na h    and  2 ( ) / ( )sAp ah aD Dh        are the so‐
called Marangoni, Navier  and  adsorption‐pressure  numbers. Here  ca      is  the  adsorption 
length (  is the adsorption and  c  is the surfactant concentration),  GE     is the surface 





liquid/gas interface (the so‐called free surface) there is no adsorption ( 0Ma  ) and the tangen‐
tial surface velocity is maximal. In this case Eq. (2) takes the form  / / (12 4 )Na Na    , since 
for a pure liquid   0Ap   as well. The other limit  1Ma   corresponds to a practically immobi‐
lized surface with zero tangential surface velocity.  It  is realized at sufficient amount of surfac‐




real  fluids. According  to Stokes,  the adherence of  fluids at  interfaces  (non‐slip condition)  is a 
straight  consequence of  their viscous nature.  Ideal  fluids  slip along  the  interface because no 
adhesion arises there. Feynman called ideal fluids dry in his famous Lectures in Physics in order 









is  equivalent  to  0Ma    at  the  liquid/gas  surface.  The  two  cases  ( 0Ma  , 1Na  ) and (
1Ma  , 0Na  ) correspond to a film with an immobilized and a free interface, with  / 4   . 
The trivial case of two  immobilized surface  is equivalent to  1Na   and  1Ma   with     . 
The  slippage effect  is especially  important  for hydrodynamics of narrow  regions,  three‐phase 















the adsorption    at  liquid/gas surface appears.  If the disjoining pressure  is a function of    
than it leads to a corresponding pressure gradient  ( )     . This effect is pronounced in 
the case of ionic surfactants since their adsorption gradient is equivalent to surface charge den‐
sity gradient  k kq F z    ( F  is the Faraday constant,  kz  is valence of adsorbed ions) and 
to electrostatic disjoining pressure gradient  ( )EL q EL q       [70],  respectively.  In contrast 
to Ma  and Na  numbers, the  Ap  number could be either positive or negative. 
Some experiments [24] have detected rates of thinning depending much weaker on the 
film radius as compared to the Reynolds formula. Such a behavior cannot be explained by the 




and  surface  forces.  Experimental  investigations  above  have  shown  that  large  films  are  non‐
homogeneous in thickness and the thinning rate of dimpled films is always larger than the pre‐
diction of the Reynolds  law. Recently, a classification of the  film drainage  is proposed  [25] by 
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Eq. (3) discriminates between different types of drainage by the corresponding value of  . For 
instance,  if the film possesses two solid  interfaces the  latter  induce strong correlation  in both 
two directions and  2  . Hence, according to Eq. (3) the film drains with the Reynolds velocity. 
If the drainage is strictly axisymmetric but not confined between solid interfaces, the radial di‐









                       (4) 
 
One can imagine a completely random film broken down to many uncorrelated sub‐domains. In 








a film is broken to sub‐domains, which are not completely uncorrelated. In this case  1/ 2  , if 















ence of  the  thinning  rate  V  on  the driving pressure  p   from  Eq.  (6)  is  also experimentally 
proven [25]. In general, the dynamic fractal dimension   depends on the film radius [71]. 
In fact, the thinning of wetting films is a more complicate process passing through sev‐
eral stages. Since  initially  the drainage at  the  film border  is much  faster  than  that  in  the  film 
center [4‐6, 27, 28], the thickness at the barrier rim reaches quickly a value close to the equilib‐
rium  thickness  eh . This dimpled structure  is non‐equilibrium one and a next stage  in  the  film 
thinning is the dimple relaxation. Under the action of capillary and disjoining forces the dimple 
shrinks  till  the  film  reaches  flat  shape  at  equilibrium.  Sometimes,  however,  under  non‐
equilibrium conditions the dimples can grow driven by external flows [29]. In the frames of the 
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where  t   is time,  r   is radial coordinate and  Lˆ   is the evolution operator. Due to complexity of 
this equation  it  could be  solved only numerically  [29]. Hereafter we present an approximate 
procedure for description of the dimple relaxation which elucidates the physical aspects and is 
more  transparent. A rigorous  treatment of  the dimple relaxation via Eq.  (7)  requires  relevant 
boundary and initial conditions. The exact boundary conditions can be written only far away in 
the meniscus, where the lubrication theory, respectively Eq. (7), is no longer applicable. Moreo‐
ver, Eq. (7)  is valid for the  latest stage of the dimple relaxation and the relevant  initial profile 
can only be experimentally specified. Hence, it is impossible to close the mathematical problem 
and  the  further  treatment  requires  an  empirical modeling.  For  this  reason,  an  approximate 
method  is developed [30, 31] for calculating the evolution under the assumption that the film 
shape is known. 
The film profile can be generally represented as a  2r ‐power expansion. Since  r R , one 
is able to approximate the dimple in the film region by a finite series, e.g. a biquadratic form. It 
can be  additionally  specified by  application of  the  two  known  conditions  at  the barrier  rim: 




0[ ( ) ][1 ( / ) ]e eH h h t h r R                    (8) 
 
The thickness  0h  in the film center is the only unknown function of time in Eq. (8). Suppose, at 
time  t  the film profile is given by Eq. (8). The profile at time  t    can be calculated from Eq. (7), 
which in the limit of small    can be rewritten as 
 
ˆ( , ) ( , ) ( , )H r t H r t LH r t                     (9) 
 
Thus, the consequent profile H  can be generated, which satisfies Eq. (7) but does not obey the 
necessary boundary conditions. To apply  the boundary conditions we postulate  that  the  real 
profile  ( , )H r t    is the best fit of the profile  ( , )H r t   . Hence, to calculate the film profile a 
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the  OH‐  ions  adsorb  of  the  water/air  interface  [33],  we  estimated  their  adsorption  length 
0.14a   mm. This is a reasonable value since the concentration of OH‐ ions is very low and it is 
well‐known  that  the  slope  of  the  adsorption  isotherm  is  large when  the  concentration  ap‐
proaches zero. The value of  a  corresponds to adsorption  14   nmol/m2 and surface charge 
density  1.35q    mC/m2 on the water/air surface. The distribution of the OH‐ ions on the wa‐
ter/air surface was also simulated. Initially, the adsorption  in the film center  is about 30%  less 
than the equilibrium value due to film drainage. With advancing time the thinning rate of the 
film is going down and the adsorption increases to reach its equilibrium value at the end of the 
process. Thus  for  film  thickness  larger  than 80 nm  Ap   is  small  and  the  reduced  viscosity    
practically equals  to   .  If  the  film  thickness decreases below 80 nm  the adsorption‐pressure 
number becomes negative, which decreases   and close to the equilibrium thickness it is twice 
smaller than  . It is important to note here that the Marangoni number Ma  of the OH‐ surfac‐
tant  in water  is about 1000. Hence, the water/air surface  is tangentially  immobile even  in the 
case of pure water. This  is  important novelty since  in hydrodynamics  the water/air surface  is 
usually considered as a free one with zero stress. 
Our next aim was  to  investigate  further  the effect of  ionic surfactants on  the  film dy‐
namics [34]. For this reason, wetting films were formed on a glass surface from 1 mM aqueous 
solution of sodium dodecyl sulfate (SDS) [30], which is an anionic surfactant. SDS contributes to 
the dimple evolution either  through  the Marangoni effect or  through  the disjoining pressure; 
the adsorption of DS‐ ions generates electrostatic disjoining pressure much larger than the van 
der Waals component at the considered concentration [35]. The evolution of the thickness at 
the  film center and the thickness at  0.625r R  was monitored by the classical  light  interfer‐
ence method again. By comparing the theory with experimental data the surface diffusion coef‐
ficient of DS‐ ions is determined as a single fitted parameter. Thus, important information about 




than 100 nm  Ap  is small and negative and Ma  is large and positive. However, if the film thick‐
ness drops below 100 nm, these numbers decrease strongly. Therefore, the coupling between 
the  disjoining  pressure  and  adsorption  is  important  and  leads  to  substantial  increase  of  the 










2 ~ BA k T                       (11) 
 
Here  Bk   is the Boltzmann constant,  T   is the absolute temperature and     is the surface ten‐
sion. Systematic study of capillary waves on thin film surfaces began in the late 60s of the pre‐
vious century and since  then a great number of  relevant publications exists  [38‐43]. Artificial 

















































librium  thickness of  the  film  is adjusted by a piston and monitored by a baratron gauge. The 
dynamic pressure variations are generated by a loudspeaker. By this way, a wave with a circular 
wave front is propagating from the film edge towards film center (Fig. 3). 
As is known, a dynamic fingerprint of a wave process is its dispersion relation  ( )k  with 
2    (   is  the wave  frequency) and  2 /k      (   is  the wave  length). For  long waves  in 
wetting films ( h  ) the following dispersion relation is derived [23] 
 
3 2 2( ) / 3hih k k                       (12) 
 
Actually, Eq. (12) is an analogue to Eq. (1) since   is proportional to the velocity  t i     and 
2( )hk    plays the role of driving pressure corresponding to  p . It is essential that   in Eq. 
(12) is the effective viscosity defined in Eq. (2), which provides the principle opportunity to get 
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sponds qualitatively with the theory from Eq. (12) at  2 hk    ; 
 The traditional assumption  Na  on solid/liquid surface as a fully blocked surface 















there  are many  evidences  for  the  existence  of  nano‐bubbles  at  not‐perfectly wettable wa‐















In general, the positive sign of the disjoining pressure  0    is the necessary condition 
for equilibrium liquid films (see Figs. 6 and 7), whereas their stability depends on the sign of the 
disjoining pressure derivative  0 h  [9]. Usually, the disjoining pressures increase in absolute 
value by decreasing  thickness  and  then both  the equilibrium  and  stability  conditions  can be 
determined only by  its sign:  0   (equivalent to  0 h ) guarantees equilibrium and stable 
films and vice versa,  0   (equivalent to  0 h ) corresponds to unstable films (see Figs. 11‐ 





are repulsive,  3/ 6 0VW A h      since  201 10A     J [47] and  0EL   since the potential of 
the  clean water/air  interface  is negative  1 35    mV  [48]  and  the  silica/water  interface  at 
neutral pH‐value  is negatively  charged  2 30    mV,  too.  Thus,  stable wetting  films  can be 
formed on meticulously cleaned silica surfaces. Figure 6 presents a  typical picture of a stable 









lyte solutions. As  is seen, the corresponding equilibrium thicknesses  eh  are simply the abscise 
coordinates of the intersection point between the total disjoining pressure   and the capillary 










201 10A     J,  1 35    mV,  2 30    mV. The line gives a typical DSFB experimental bubble 
pressure. The abscise coordinates of the intersection points between the disjoining pressure   
and the capillary pressure  p  in the meniscus correspond to equilibrium thicknesses  eh . 
 
Rupture of wetting films (unstable wave mechanism) 
If the resultant DLVO‐force  in the film  is attractive ( 0  ), the most  important conse‐
quence  is that the film becomes unstable,  i.e.  its drainage ends  inevitably with a rupture. We 
have studied  this rupture process  in systems of repulsive van der Waals  force  ( 0VW  ) and 
attractive electrostatic  interactions  ( 0EL  ) so  that  the  total  interaction  forces  remains at‐





































film thickness h [nm]
pressure in gas phase 
10-2M 10-3M 10-4 M
surfaces in a pH‐range more acid than the isoelectric point of this system (own measurements, 
still unpublished). Figure 8 shows  ( )h   isotherms of a silica surface overcharged by Al3+  ions. 
As seen, the electrostatic interaction for this particular system predominates in the entire inter‐








surface is positively charged due to the Al3+ ions ( 2 35    mV), the air/liquid interface 








































~ /cr h                        (14) 
 
Relation (14) follows directly from Eq. (12) by substituting  2 hk     therein. Fig. 9 represents 
a typical trend of the function  ( )cr h  calculated from Eq. (14) with  from Eq. (13). As seen, the 
short‐waves branch  cr    is stable, while the long‐waves branch  cr    is unstable. 
 
 
Fig. 9 Stable and unstable capillary wave spectrum regions;  ( )cr h  curve calculated by Eqs. (13) 
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Let us  consider  aqueous wetting  film on pure  silica  surface,  i.e. no  recharged by Al3+ 
ions. As already discussed, such films are stable with equilibrium thicknesses depending on the 
KCl  concentration  and  the  experimental  pressure  p   (see  Fig.  7).  But  if  the  silica  surface  is 
made hydrophobic, e.g. via methylation, wetting films become unstable and rupture, although 
the DLVO‐forces  remain  repulsive.  It  should  be  recalled  that  the  hydrophobization  does  not 
change  the  repulsive nature of DLVO‐forces, as  far as neither  the Hamaker  constant nor  the 
surface potential at neutral pH‐values of the silica surface are changed significantly [54, 55]. The 
rupture  thickness  in  this  system  can  reach  very high  values, up  to hundreds of nanometers, 
whereas the lifetimes are very short, from the order of parts of a second. To explain this prob‐




IR‐spectroscopy  [59],  force measurements  [60‐62] and also by  image‐giving methods  like tap‐
ping‐mode atomic force microscopy [63‐65]. As already mentioned, the rupture mechanism  in 
this case is non‐spontaneous, in contrast to the spontaneous unstable wave mechanism. How‐
ever, due  to  the way of bubble  formation,  it  is known  in  the  literature as nucleation  rupture 
mechanism [50‐53]. Figure 12 shows rupture thicknesses and lifetimes, respectively, of wetting 
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those  in wetting  films  (Fig. 14). Wetting  films  (silica/water/air) have both van der Waals and 

































h = 20 nmb
h
h (0)  - 
h = 22 nmrupt
h (0)
Quantitative  results of  the  film  surface deformation  above  the bubble  apex  (0)   are 
demonstrated in Fig. 15. The equilibrium form  ( )r  is solution of the pressure balance [67] 
 
( , ) ( ) ( )r p h                         (15) 
 
where  ( , )r   and  ( )h     are  the  resultant disjoining pressures  inside and outside  the 
bubble region and  ( )p    is  the  local capillary pressure.  In contrast  to  the disjoining pressure 
 , which depends solely on the wetting film thickness,    is a function of the radial coordi‐
nate. Actually, in this case we have a multilayer (gas/liquid/gas/solid) with variable thicknesses 
of liquid phase  ( )fh r  and of the bubble gas phases  ( )bh r  (Fig. 14), which reflects on the radial 
dependence of  . For example, the corresponding van der Waals disjoining pressure becomes 
 
3 3( , ) / 6 [ ( )] / 6 ( )VW SL LL fr A h r A h r                   (16) 
 
with  204.7 10SLA    J >  203.7 10LLA    J being the Hamaker constant  for solid/liquid media 
[68]. Obviously, at sufficiently thin liquid layer ( fh h   ) above the bubble, the second term 
in Eq. (16) prevails and  0VW  ,  i.e. we expect  local attractive van der Waals  interactions.  In 
contrast, far away from the bubble in wetting film, the van der Waals interaction is repulsive 
 
3( ) ( ) / 6 0VW SL LLh A A h                      (17) 
 
Fig. 15 represents an equilibrium deformation of a film above a bubble apex. As is seen, 
the surface deformations are negligible  (  < 3 nm) except  for heights shortly before the mo‐
ment of contact with the bubble, i.e. just before the film rupture. According to the mechanism 
discussed before,  films  rupture when  their  two surfaces  touch each other at  least  in a  single 
point. In the system considered here this condition reads: 
 
(0, ) (0)cr cr bh h h                       (18) 
 
Note  that according  the above definition  crh   is  the wetting  film  thickness  (far away  from  the 
bubble),  i.e.  crh h .  For  the  particular  case  in  Fig.  15  the  theoretically  estimated  rupture 
thickness  is close to the bubble height,  i.e.  (0)cr bh h [67]. Condition (18) defines an equilibri‐
um (non‐spontaneous) rupture mechanism, but as already mentioned, the complete solution of 
a  rupture problem needs  an  additional  stability  analysis. Generally,  stability depends on  the 
evolution of perturbations of the equilibrium characteristics, i.e. whether the perturbation am‐
plitudes grow or diminish with time [69]. For thin liquid films the thickness perturbation evolu‐
tion ( , )h r t is  significant,  i.e. at  0t h     the  film  is  stable, while at  0t h     it  is unstable. 
Obviously, the behavior of  ( , )h r t  is determined by the surface forces, i.e. by the pressure bal‐
ance perturbation  ( )p  , see Eq. (15). The relation between  t h   and  ( )p   obeys Eq. 
(7). The evolution equation defining  ( , )h r t  follows directly  in explicit form by substituting  in 
Eq. (7) of  eH h h   . After expanding the terms of the sum in a series by taking into account 
the equilibrium condition (15),  ( ) ( ) ( )e hp p p h h           , one obtains the follow‐
ing expression for the evolution equation of  h  [16] 
 
3 2{ ( ) [ ( ) ]} /12t f h eh h r h h                        (19) 
 
For the sake of briefness the standard 2D nabla operator  is used in Eq. (19). Note that in the 
frame of  the  linear perturbation approach  the capillary pressure  2p h      is also  linear‐
ized.  For  homogeneous  films,  fh const ,  Eq.  (19)  leads  after  applying  the  standard  Fourier 
transformation to the dispersion condition (12). The main problem with heterogeneous films is 
that the Fourier technique is not applicable anymore to Eq. (19) because of uneven thicknesses 
( )fh r  and variable disjoining pressure  ( )r . The solution of this more complicated from com‐
putational point of view problem will be a goal of future studies. We will conclude this review 
with a comment that may be instructive for the qualitative analysis of Eq. (19). The main point 
here  is that  if the zone where attractive forces act  in a heterogeneous wetting film  is with di‐
mensions smaller  than  the critical wavelength  from Eq.  (14),  this  film will  remain stable with 
respect to  linear perturbations.  In the system considered here the attractive zone dimensions 
are of the order of the bubble contact radius  a   (Fig. 14), which  is equivalent to the  fact that 
linear  instability  (spontaneous  rupture)  could  be  expected  if  cra   .  Nevertheless  that  for 
glass/water/air films  cr  is of the order of 10 µm (see Fig. 9), i.e. 1000 times larger than a nano‐
bubble, one could hardly expect substantial impact (shortening) on the rupture thicknesses due 
to instability effects. 
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